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В данной работе исследуется упругое рассеяние протонов на ядре ⁷Li с использованием комбинированного 

метода полных волн (Full-Wave Method) и метода DWBA, в рамках оптической модели ядра, что позволяет более 

точно учитывать ядерную структуру и механизмы взаимодействия. В расчетах применяется микроскопический 

складчатый потенциал M3Y, построенный на основе эффективного нуклон-нуклонного взаимодействия c учетом 

плотности ядра. Теоретические расчёты на языке Python, основанные на решении уравнения Шредингера 

методом Рунге-Кутта 6–8 порядка, сравниваются с экспериментальными данными, полученными на ускорителе 

Ван де Граафа. Это позволяет уточнить параметры ядерного взаимодействия и структуру ядра ⁷Li, а также 

выявить необходимость учета дополнительных эффектов, таких как мнимые компоненты потенциала и расши-

ренное число парциальных волн. 

Ключевые слова: легкие ядра, упругое рассеяние, ΔE-E методика, микроскопический потенциал, оптическая 

модель ядра, FWM, DWBA, метод Рунге-Кутта, численные методы, уравнение Шредингера. 

ВВЕДЕНИЕ 

Исследование упругого рассеяния протонов на 

ядре ⁷Li представляет значительный интерес с точки 

зрения изучения структуры лёгких ядер и механиз-

мов ядерного взаимодействия. Особую роль в таких 

процессах играют микроскопические методы, кото-

рые позволяют связать параметры ядерного взаимо-

действия с фундаментальными характеристиками ну-

клон-нуклонного взаимодействия. Одним из наибо-

лее точных методов анализа упругого рассеяния яв-

ляется метод полных волн (Full-Wave Method), осно-

ванный на решении радиального уравнения Шредин-

гера для системы протон-ядро. В данном подходе ис-

пользуется микроскопический складчатый потенци-

ал (M3Y), который строится на основе эффективного 

нуклон-нуклонного взаимодействия и учитывает 

плотность ядра. Такой подход позволяет получить 

фазовые сдвиги, амплитуды рассеяния и дифферен-

циальные сечения, а также провести сравнение с экс-

периментальными данными. В данной работе прово-

дится численное решение уравнения Шредингера ме-

тодом Рунге-Кутта 6–8 порядка для системы протон-

⁷Li в диапазоне энергий 3–5.3 МэВ. Для лучшей схо-

димости теоретических данных с экспериментом до-

полнительно использовался метод DWBA. Получен-

ные теоретические результаты сопоставляются с экс-

периментальными данными, что позволяет уточнить 

параметры ядерного взаимодействия и выявить осо-

бенности структуры ядра ⁷Li. 

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ  

(КРАТКИЙ ФОРМАЛИЗМ ТЕОРИИ) 

Изучение ядерных реакций требует использова-

ния различных методов для описания взаимодейст-

вий между частицами и ядром. В этом исследовании 

были использованы следующие методы: 

1. Метод полных волн (Full-Wave Method) 

Метод полных волн использует полное уравнение 

Шредингера для ядерных взаимодействий и приме-

няется для многоканальных реакций. Основным 

уравнением является: 

 ( ) ( ) ( )2 2

2

2μ
Ψ 0k V r r

 
 + − = 

 
. (1) 

Потенциалы, используемые в методе полных 

волн (FWM) 

Микроскопический потенциал M3Y 

Микроскопический складчатый потенциал M3Y 

представляет собой эффективное нуклон-нуклонное 

взаимодействие, полученное из матричных элемен-

тов метода Гольдстоуна и разработанное для описа-

ния ядерных реакций, включая упругое рассеяние, 

ядерное слияние и диссоциацию кластерных струк-

тур. 

1. Функциональная форма M3Y-потенциала 

включает центральное взаимодействие и спин-орби-

тальные члены: 

 ( ) μ λ

3

r r

M Y M EV r t e t e− −= + , (2) 

где tM, tE – параметры амплитуды взаимодействия 

(МэВ);  и  – радиусы действия взаимодействия 

(фм−1); tM = 7999 МэВ,  = 4,0 фм−1, tE = −2134 МэВ, 

 = 2,5 фм−1. 

2. Эффективный складчатый-потенциал: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 3 3

fold M3Yρ ρ r r

A BV r r r V r r d d
  = − , (3) 

https://doi.org/10.52676/1729-7885-2025-2-82-87


ИССЛЕДОВАНИЕ УПРУГОГО РАССЕЯНИЯ ПРОТОНОВ НА 7Li В ДИАПАЗОНЕ ЭНЕРГИЙ 3–5.3 МэВ 
 

 

83 

где ρA и ρB – плотности взаимодействующих ядер, 

значения взяты из [4]; ( )M3YV −r r  – базовое NN-вза-

имодействие.  

Этот интеграл учитывает реальное распределение 

нуклонов в ядре, что позволяет моделировать потен-

циал с минимальным числом феноменологических 

параметров. После свёртки M3Y-потенциал прини-

мает гладкую форму, похожую на потенциал Вудса-

Сакса. В работе [3] приведены типичные параметры 

для лёгких ядер, которые мы использовали: 

 ( ) 0

1 exp V

V

V
V r

r R

a

=
 −

+  
 

. (4) 

Оптический потенциал и его связь 

с микроскопическим потенциалом 

Микроскопический потенциал даёт нам только 

реальную часть взаимодействия, но для описания ре-

альных данных необходимо учесть неупругие про-

цессы, которые ответственны за поглощение волны 

(переходы в возбужденные состояния, реакции с раз-

рывом ядра и т. д.). 

Поэтому мы записали оптический потенциал как: 

 ( ) ( ) ( )M3YV r V r iW r= + , (5) 

где реальная часть VM3Y(r) была взята из работы [3]: 

глубина потенциала V0 = 55 МэВ; радиус потенци-

альной ямы RV = 1,25A1/3 фм, где A=7 (массовое число 

ядра ⁷Li), что даёт RV ≈ 2,0 фм, диффузионный пара-

метр aV = 0,65 фм, а значения для мнимой части W(r) 

в виде Вудс-Саксовского потенциала, который пара-

метризует эффекты поглощения, взята из работы [2].  

Таким образом, наша финальная форма оптичес-

кого потенциала: 

 ( ) ( ) 0
M3Y
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W

W
V r V r i
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a
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, (6) 

где W0 = −5 МэВ (интенсивность поглощения), 

RW = 2,0 фм (радиус), W = 0,5 фм (диффузность). 

Амплитуда рассеяния в FWM 

 ( ) ( ) ( )δ

0
θ 2 1 nδ cosθli
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=
= + . (7) 

СВЯЗЬ ТЕОРИИ С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ 

ДАННЫМИ 

Упругое рассеяние происходит, когда частица вза-

имодействует с ядром, не теряя своей энергии, но из-

меняя направление. Основное уравнение для диффе-

ренциального сечения упругого рассеяния имеет вид: 

 ( )
2σ

θ
Ω

d
f

d
= , (8) 

где f(θ) – амплитуда рассеяния, а θ – угол рассеяния. 

 ( ) ( ) ( )δ

0

1
θ 2 1 sinδ cosθli

l ll
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k



=
= + , (9) 

где δl – фазовые сдвиги волновой функции протона. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ 

Экспериментальные данные по упругому рассея-

нию протонов на ядре 7Li были взяты из [1]. Данные 

были получены на ускорителе Ван де Графа, мето-

дом ΔE–E и интеграции тока пучка с помощью чашки 

Фарадея, в Национальной лаборатории Леньяро (Па-

дуя, Италия, 1964 г.). Данные по дифференциально-

му сечению были интегрированы по частичному уг-

ловому диапазону от 70° до 180° в лабораторной си-

стеме. 

Таблица 1. Зависимость дифференциального сечения 

протонов на ядре 7Li от энергии протона 

Энергия (МэВ) Дифференциальное сечение (барн) 

3,0023 0,93525 

3,2011 0,95693 

3,4065 1,0182 

3,5979 1,0977 

3,8033 1,1589 

4,2074 1,251 

4,4138 1,2027 

4,6146 1,0235 

4,802 0,81085 

4,9893 0,6134 

5,1964 0,49207 

5,396 0,44071 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Теоретические расчеты дифференциального сече-

ния, амплитуд рассеяния и фазовых сдвигов ядерной 

реакции 7Li(p,p)7Li. Рассмотрено решение уравнения 

Шредингера комбинированным методом полных 

волн в рамках оптической модели. Решение проводи-

лось численно, методом Рунге-Кутта 6–8 порядка, на 

языке программирования Python. По результатам ре-

шения, были построены сравнительные кривые сече-

ний, фазовых сдвигов и амплитуд рассеяния. 

Для решения уравнения Шредингера (1) применя-

ется метод Рунге-Кутта 6–8 порядка. Основные шаги 

алгоритма: 

1. Задаются граничные условия для волновой 

функции Ψ(r). 

2. Координатное пространство 𝑟 разбивается на 

сетку. 

3. Используется численное интегрирование мето-

дом Рунге-Кутта.  

4. Решается система уравнений с учетом гранич-

ных условий, которые брались из условия асимпто-

тики волновой функции.  

5. Полученные решения используются для расче-

та фазовых сдвигов по формуле.  

6. Рассчитываются амплитуда рассеяния и диффе-

ренциальное сечение по формуле. 

Уравнение Шредингера (1) решается методом 

Рунге-Кутта, что позволяет включать в себя нахож-

дение радиальных волновых функций. Использованы 

разные потенциалы взаимодействия: микроскопиче-

ский M3Y (2), изогнутый потенциал (3), феноменоло-

гическая модель (4). Учет минимальной части мощ-
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ности (5), (6) позволяет улучшить соответствие экс-

периментальным данным. После численного реше-

ния увеличивается расстояние рассеяния (7) и диф-

ференциальное сечение (8). Реализация алгоритма на 

Python с использованием solve_ivp позволяет эффек-

тивно решить проблему Шредингера. 

Отрывок кода: 

import numpy as np 
from scipy.integrate importsolve_ivp 
#Defining the Schrödinger equation in radial form 
Schrödinger protection(r, y, k, V): 
psi, phi = y 
dpsi_dr = phi 
dphi_dr = (2 * mu / hbar**2) * (V(r) - k**2) * psi inch 
return [dpsi_dr, dphi_dr] 
# possibility function (e.g. M3Y) 
protection V_m3y(r): 
return V0 * np.exp(-mu * r) + VE * np.exp(-lambda_ * r) 
# Set initial conditions 
r_min, r_max = 0.1, 10.0 
E = 5.0 # Energy in MeV 
k = np.sqrt(2 * mu * E) / hbar # Wavenumber 
y0 = [0.0, 1.0] # Initial conditions for the wave function 
# Solve the equation using the Runge-Kutta method 
sol = solve_ivp(schrodinger, [r_min, r_max], y0, args=(k, V_m3y) 

На графике (рисунок 1) представлены фазовые 

сдвиги для различных орбитальных моментов l, вы-

численные численно. Видно что (s-волна) даёт наи-

больший вклад в рассеяние. При увеличении l фазо-

вые сдвиги уменьшаются, что соответствует меньше-

му вкладу высоких парциальных волн. При θ=90∘ фа-

зовые сдвиги разных l пересекаются, что связано с 

особенностями симметрии рассеяния. Эксперимен-

тальные данные показывают значительно более вы-

сокие фазовые сдвиги по сравнению с теоретической 

моделью. Теоретические фазовые сдвиги убывают с 

увеличением θ, но не достигают экспериментальных 

значений. 

 

Рисунок 1. Фазовые сдвиги δ в методе полных волн с M3Y-

потенциалом в зависимости от угла рассеяния протона 

Возможное объяснение расхождений: 

1. Недостаточный учёт мнимой части потенциала. 

2. Наличие резонансных состояний, влияющих на 

фазовые сдвиги. 

3. Вклад неупругих процессов в полное рассея-

ние. 

Добавление мнимой части потенциала W =5 МэВ 

уменьшило фазовые сдвиги (рисунок 2), что прибли-

жает их к экспериментальным данным. Теоретиче-

ские фазовые сдвиги без W (пунктирные линии) за-

вышают значения, особенно при больших углах 

рассеяния. Экспериментальные точки показывают, 

что в области 4,2–4,6 МэВ остаётся расхождение, что 

может указывать на резонансные состояния. 

 

Рисунок 2. Фазовые сдвиги в методе полных волн, 

с учётом мнимой части 

На рисунке 3 показана зависимость амплитуды 

рассеяния от угла рассеяния при разных энергиях 

протона. Видно, что с ростом угла амплитуда умень-

шается, особенно при высоких энергиях. Это связано 

с тем, что вероятность рассеяния на больших углах 

снижается, а центробежный барьер ограничивает 

вклад высоких орбитальных моментов l. 

 

Рисунок 3. Амплитуда рассеяния |f(θ)| (фм.) в методе 

полных волн с M3Y-потенциалом 
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Этот эффект наиболее заметен при увеличении 

энергии налетающего протона, так как волновые 

функции взаимодействия становятся более локализо-

ванными, а рассеяние смещается в область малых уг-

лов. 

Добавлена мнимая часть потенциала W = 5 МэВ 

(рисунок 4), что уменьшило теоретическую ампли-

туду, особенно при больших углах. Теперь кривая 

лучше соответствует эксперименту, но различие в 

области 4,2–4,6 МэВ всё ещё присутствует. Теорети-

ческие линии без мнимой части (пунктирные) пере-

оценивали амплитуду в области больших углов. 

 

Рисунок 4. Амплитуда рассеяния с учётом мнимой части 

Сравнение теоретической и экспериментальной 

амплитуды рассеяния 7Li(p,p)7Li приведено на ри-

сунке 5. 

 

— теоретическая зависимость (метод полных волн, угол θ = 90°); 

 экспериментальные данные (рассчитаны из дифференциального 
сечения) 

Рисунок 5. Амплитуда рассеяния от энергии протона [1] 

Анализ расхождений 

Экспериментальная амплитуда выше теоретиче-

ской практически во всём диапазоне энергий. Макси-

мум экспериментальной амплитуды наблюдается 

около 4,4–4,6 МэВ, что может указывать на возмож-

ное резонансное состояние в ядре ⁷Li. Теоретическая 

кривая показывает гладкое убывание, что может 

быть связано с неучётом мнимой части оптического 

потенциала. 

На рисунке 6 показана амплитуда рассеяния с до-

бавлением мнимой части потенциала. 

 

- - - теоретическая амплитуда без мнимой части; 
— теоретическая амплитуда с мнимой частью (W = 5 МэВ); 

 экспериментальные данные 

Рисунок 6. Амплитуда рассеяния с добавлением 

мнимой части потенциала 

ВЫВОДЫ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ 

Учёт мнимой части заметно улучшил совпадение 

с экспериментом в диапазоне 3,0–4,6 МэВ. Макси-

мум амплитуды (~4,4–4,6 МэВ) теперь воспроизво-

дится лучше, но всё ещё ниже, чем в эксперименте. 

При больших энергиях (E>4,6 МэВ) расчёты с мни-

мой частью всё ещё занижены относительно экспери-

мента. 

На рисунке 7 приведено дифференциальное сече-

ние для реакции ⁷Li(p,p)⁷Li. 

 

Рисунок 7. Дифференциальное сечение для реакции 

⁷Li(p,p)⁷Li в методе полных волн, без учета мнимой части 

потенциала и с ее учетом 

Теоретические расчёты (—) 𝑑𝜎 𝑑Ω⁄  представлены 

для различных энергий протона. Экспериментальные 



ИССЛЕДОВАНИЕ УПРУГОГО РАССЕЯНИЯ ПРОТОНОВ НА 7Li В ДИАПАЗОНЕ ЭНЕРГИЙ 3–5.3 МэВ 
 

 

86 

точки () взяты из [1]. Мнимая часть оптического по-

тенциала (- - -) взята из [2]. Различия между расчётами 

и экспериментом указывают на необходимость учёта 

мнимой части потенциала. 

Основное расхождение между теоретическими и 

экспериментальными данными обусловлено не-

сколькими факторами. Во-первых, отсутствие мни-

мой части потенциала приводит к завышенным зна-

чениям дифференциального сечения, так как модель 

не учитывает процессы поглощения. Во-вторых, 

стандартный M3Y-потенциал не учитывает плотно-

стную зависимость, что приводит к некорректному 

описанию взаимодействия в ядре ⁷Li. В-третьих, ог-

раниченное число парциальных волн может иска-

жать расчёты, особенно на больших углах рассеяния. 

Кроме того, дальнодействующее взаимодействие в 

M3Y-потенциале может быть завышено, что увели-

чивает предсказанное сечение. Наконец, в экспери-

менте может использоваться феноменологический 

оптический потенциал, параметры которого подби-

раются для лучшего соответствия данным. Для улуч-

шения модели необходимо включить мнимую часть 

потенциала, использовать CDM3Y6 или DWBA для 

более точного описания структуры ядра, а также уве-

личить число парциальных волн в расчётах. 

 Зависимость среднего дифференциального сече-

ния от энергии протона показана на рисунке 8. 

 

Рисунок 8. Зависимость среднего дифференциального 

сечения от энергии протона. График показывает усред-

нённые по углам значения 𝑑𝜎 𝑑𝛺⁄  для метода полных волн 

с M3Y-потенциалом без учёта мнимой части (- - -), с учё-

том мнимой части (—) и экспериментальных данных () 

Наблюдаемое расхождение между теоретически-

ми кривыми демонстрирует влияние мнимой части 

потенциала: её добавление снижает расчётные значе-

ния и улучшает соответствие эксперименту. Прибли-

жение потенциала M3Y может быть недостаточно то-

чным; альтернативой является CDM3Y6. Возможное 

влияние резонансных состояний ядра ⁷Li на упругое 

рассеяние. 

1. Различие теоретических кривых  

Без мнимой части: теория переоценивает диффе-

ренциальное сечение, особенно при низких энергиях, 

так как не учитывает потери в неупругие каналы. 

С мнимой частью: добавление W снижает расчётное 

сечение, особенно на больших энергиях, что улучша-

ет согласование с экспериментом. 

2. Сходимость теории с экспериментом  

При низких энергиях (E < 4 МэВ) теория без W 

ближе к эксперименту, так как поглощение мини-

мально. При E > 4 МэВ учёт мнимой части значи-

тельно улучшает совпадение с экспериментом, так 

как неупругие процессы начинают вносить вклад. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе проведено исследование упру-

гого рассеяния протонов на ядре ⁷Li с использова-

нием метода полных волн и микроскопического 

M3Y-потенциала. Вычислены фазовые сдвиги, ам-

плитуды рассеяния и дифференциальные сечения, 

которые сопоставлены с экспериментальными дан-

ными. Результаты показывают завышенные значения 

сечений при больших и малых углах, что указывает 

на необходимость учета мнимой части потенциала 

(поглощения) и плотностной зависимости. Также вы-

явлено несоответствие формы кривых, связанное с 

ограниченным числом парциальных волн. 

Таким образом, дальнейшие исследования 

должны быть направлены на уточнение параметров 

потенциала и учет дополнительных эффектов для 

достижения более точного соответствия эксперимен-

тальным данным, выбрать потенциал CDM3Y6 и 

учесть большее число парциальных волн. Предлага-

ется, использовать одновременно метод искаженных 

волн DWBA, для учета поглощения. 
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3–5.3 МэВ ЭНЕРГИЯ ДИАПАЗОНЫНДАҒЫ 7Li ЯДРОСЫНДАҒЫ  

ПРОТОНДАРДЫҢ СЕРПІМДІ ШАШЫРАУЫН ЗЕРТТЕУ 

Ш. М. Қажыкенов1,2*, Д. М. Джансейтов2,3, Д. С. Валиолда2,3, Г. У. Ерболатова1 
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* Байланыс үшін E-mail: nuclearshalkar@gmail.com 

Бұл жұмыста ядроның құрылымы мен өзара әсерлесу механизмдерін дәлірек есепке алуға мүмкіндік беретін 

оптикалық модель аясында толық толқын әдісі (Full-Wave Method) қолданылып, 7Li ядросына протондардың 

серпімді шашырауы зерттеледі. Есептеулерде ядро тығыздығын ескеретін, нуклон-нуклон әсерлесуінің тиімді 

моделі негізінде құрылған M3Y микроскопиялық бүктелген потенциалы қолданылады. Шредингер теңдеуі 

Рунге-Кутта әдісімен (6–8 реттілігі) шешіліп, есептеулер Python тілінде жүргізілді. Нәтижелер Ван де Грааф 

үдеткішінде алынған эксперименттік деректермен салыстырылады. Бұл ядролық өзара әрекеттесу параметрлерін 

нақтылауға және 7Li ядросының құрылымын түсінуге, сондай-ақ потенциалдың жорамал компоненттері мен 

парциалдық толқындар санының кеңеюі сияқты қосымша әсерлерді есепке алу қажеттілігін анықтауға мүмкіндік 

береді. 

Түйін сөздер: жеңіл ядролар, серпімді шашырау, ΔE–E әдістемесі, микроскопиялық потенциал, ядроның оптика-

лық моделі, FWM, Рунге–Кутта әдісі, сандық әдістер, Шредингер теңдеуі, ядро теориясы. 

INVESTIGATION OF ELASTIC SCATTERING OF PROTONS BY 7Li  

IN THE ENERGY RANGE 3–5.3 MeV 
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This study investigates the elastic scattering of protons on the 7Li nucleus using the Full-Wave Method (FWM) within 

the framework of the optical model of the nucleus, which enables more accurate consideration of nuclear structure and 

interaction mechanisms. The calculations employ a microscopic folding potential based on the M3Y effective nucleon-

nucleon interaction, taking into account the nuclear density distribution. Theoretical computations are implemented in 

Python, using a 6th–8th order Runge–Kutta method to solve the Schrödinger equation. The results are compared with 

experimental data obtained at the Van de Graaff accelerator. This allows for refinement of the nuclear interaction 

parameters and the structure of the 7Li nucleus, as well as highlighting the necessity of including additional effects such 

as the imaginary part of the potential and an extended number of partial waves.. 

Keywords: light nuclei, elastic scattering, ΔE–E technique, microscopic potential, optical model, FWM, Runge–Kutta 

method, numerical methods, Schrödinger equation, theory of nuclei. 
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